EGZAMIN, TOPOLOGIA I - TEORIA, 08.02.23

UWAGA: Nie ma potrzeby pisania kazdego dowodu/definicji na oddzielnej
kartce. Kazda kartke z rozwigzaniami podpisujemy podajac: imig i nazwisko,
numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej i nazwisko prowadzacego.

I. a). Podaj definicjg przestrzeni topologicznej. Podaj (i krotko uzasadnij)
przyktad dwéch topologii w zbiorze X, 7 i 7" takich, ze przeksztalcenie
identycznosciowe id : (X, T) — (X, T’) jest ciagle, natomiast id : (X, 7T") —
(X, T) nie jest odwzorowaniem ciaglym.

b). Podaj definicje zwartosci przestrzeni topologicznej.

¢). Udowodnij, ze jesli (X, 7T) jest przestrzenig zwarta oraz K C X jest
zwartym podzbiorem w X to K jest podzbiorem domknigtym w X.

II. a). Podaj definicje przestrzeni topologicznej osrodkowej.

b). Podaj przyklad przestrzeni topologicznej osrodkowej, ktora nie ma
bazy przeliczalnej.

¢). Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna. Udowodnij, zZe jesli
(X, T) ma baze przeliczalng to jest przestrzenia osrodkows.

III. Niech (X,7x), (Y,Tv), (W,Tw), (Z,Tz) beda przestrzeniami topo-
logicznymi, a f : X - Y, g,¢ : Y - W, h : W — Z odwzorowaniami
ciggtymi.

a). Podaj definicje homotopii pomigdzy odwzorowaniami g i g

b). Podaj definicj¢ homotopijnej réwnowaznosci przestrzeni topologicz-
nych. Podaj, wraz z kr6tkim uzasadnieniem, przyktad dwodch przestrzeni to-
pologicznych, ktére sa homotopijnie réwnowazne ale nie s3 homeomorficzne.

c). Udowodnij, ze jedli g jest homotopijne z g’ to zaréwno go f jest homo-
topijne z ¢’ o f jak i ho g jest homotopijne z ho g'.



EGZAMIN, TOPOLOGIA I, 08.02.23.

UWAGA: Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na oddzielnej kartce.
Kazda kartke z rozwigzaniami nalezy podpisa¢ podajac imie¢ i nazwisko, nu-
mer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadzacego ¢wiczenia. Dla
wszystkich odpowiedzi nalezy podaé¢ uzasadnienie.

1. Dla liczb wymiernych ¢ € @ N (—1,1) niech I, = {(g,t) € R? | [t| <|q}}.

Niech
X= U Lu(-11x{ophu (-1,1x{1})
qeQN(~1,1)
(A.) Udowodnié, ze X jest zbiorem spojnym.
(B.) Udowodnié¢, ze X nie jest zbiorem tukowo spojnym.

2. Niech X = {(z,9) e R? |z=1/n, -1/n<y<l/n, n=12,..}

(A.) Czy zbiér X jest przestrzenig zupeing jako podzbiér (R? dy) ( dx
- metryka kolejowa). Jesli tak nie jest to prosze sprawdzi¢ czy zbiér X z
topologia generowana przez metryke dy jest przestrzenia topologiczng me-
tryzowalna w sposéb zupeiny.

(B.) Czy X jest przestrzenia zupeina jako podzbior (R%,d.) ( d, - me-
tryka rzeka). Jesli tak nie jest to prosze¢ sprawdzi¢ czy zbioér X z topologia
generowang przez metryke d, jest przestrzenia topologiczna metryzowalng w
sposOb zupelny.

3. Niech F bedzie zbiorem domknietym i brzegowym zawartym w odcinku
[0,1]. Dla ¢ € @ zdefiniujmy podzbior ptaszczyzny euklidesowej
K, = {(cos2n(t +q),sin27(t +q)) | t € F} C S*.
Niech
E=| )&
q€Q

Udowodni¢, ze istnieje prosta L w R? przechodzaca przez punkt (0,0) taka,
ze LNK = 0.

4. (A.) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, I odcinkiem domknig-
tym [0,1]. Rozwazmy przestrzeri X x I oraz jej podzbior A = (X x {0}) U
(X x {1}). Pokaza¢, ze przestrzeri ilorazowa Y = i jest tukowo spojna.

(B.) Udowodni¢, ze Y nie jest przestrzenia $ciggalna. XxTfy

Wskazdéwka do czesci (B). Np. wystarczy pokazad, ze istnieje odwzorowanie
S - Y, kidre nie jest homotopijne z odwzorowaniem stalym.



